Chapitre 6 : Orthogonalité et moindres carrés

But
Rappelons le résultat suivant : Si A € M,,«,(R), on a les équivalences
suivantes :

"') As-t:cg et Cempa.f.ibe.e, -Ugc'ﬁi
2) Ym (A = R
3) A ek tavesible

Mais : si la matrice A est singuliére, on peut trouver des vecteurs b € R”

tels que
soit incompatible.

Plus généralement, si A € M,,«,(R), il peut exister des vecteurs b e R™
pour lesquels

AZ =b

soit incompatible.

Dans ces cas, on va essayer d’approximer b en cherchant ¥ € R" avec
‘—’
Ax 2b
?ou,r cela , Oa doct d.e'f:n«‘.( Lne nob:m Qe dio (-,cn.nc,e,

enbee yvecl eurs.

6.1 Produit scalaire

Définition 58 (produit scalaire usuel dans R").
Soient u, v € R". On définit le produit scalaire usuel @ - ¥ (parfois aussi
noté (u, v)) par a

.L-L.\.; = uA V1 "' quz*-..unV'\ < E h;v: 0&;

cci
W v
Q. ( .“) el G- ( :’> Sonk @es composaatey dans La

W v n
. " Ba.se caamonc§ue de m, .

On -V € rR,, doc Le nom dus f.(od_u.'.ly “Sca@aure .
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V, n
Remarque . : 2_
AV o= (-1)\4-.. .L!,\) ’ = v,
4 %A n L
d. nx4
onC .
.[I: Vo= i»bTV ( ML CL. m‘:(:céeuc)

Théoréme 56. Soient 4, v,w € R" et soit a € R. Alors
1 R / e

AV = Ve (commubatoit’)
2 (Z47)6 = L0+ VW ( deobecbuteoik”)
(014‘,:_).\7 . oL ([}.’\7) ( o.ssociatevite” mixle)

—

, Rk =20 el LR-0 & wm-0-

Preuve a3 en exeacice,

[ AN
(Lq - - L
G Secl U () Alos ui- g2 & z0.
ez

wn

z Lece
Cetle somme ot alle & =0 ¥ ccen
&> #m;=0 ¥ LECEN
© L0 .

Généralisation
:D().ns Jea EV Queewnc,u_e,, {.e, lq,'e,ol; pa s ?occemnl-:
posszf}-?.c. e oQ,e'fm"' wae noteon de ’,,‘adu,;_l-/ Scalaice
%e‘ne'rae:,sé.
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Définition 59 (produit scalaire).
Soient V' un espace vectoriel et u,v € V. On dira qu'une application

< > : VsV 1R
]
(A, ,v) — <a,v>
est un produit scalaire si les conditions suivantes sont satisfaites :

L. (u,v) = (v, u)
2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

3. {au,v) = alu,v) pour tout a € R

4. (u,u) > 0 avec (u,u) = 0 si et seulement si u = Oy

S: Vadmebl an tefprodusit scaloire, on poule oL '‘eopace
pré bithedeen, ou A'epoce eweclidien daay Le cas ol V
ent de dimension f:nze. Beau coup de aotiens et nseelob
Lics ou produiuit scalaire Lswel doay R peroent afor

e"ke Se:ne're( eosefes .

Norme d’un vecteur et distance dans R”

Définition 60 (norme).
Soit 7 € R La norme de @ est le scalaire donné par

IV = Yuls —svt €M,

nrn > O

Remarque (g norme codnccdle Quec LG aotLCh de

Qo Yuew L saefle .
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(-4)1= 1 '{4_'_—4

P ot (-l-a\'le 4
roprietes
A Mgy ="V

,z) Nyt =0 &> Ve

Ol

3) Sock el . Alas Nt Tl = At s... +alo?

- ‘YOL?' -'VV:I-.,. Lvnz = lo(.l- "\7“ an_l.

Exemples

V- {.1) 10 - A2 = Vs
-V - (-_Zq> 1-231 « ¥ 224 Ce) = T20 = Vs
=295 =< I-2]-071

<\
S

<

?y{-baaanc S
- NG n= Vats2®

. 2
nFnt= 442

c-’

1
N

/

Définition 61 (unitaire).
Un vecteur v € R™ est dit unitaire si U est de norme 1.

Remarque
Socl vem . Sc V46, elos NUul>0 el on pect
considerec Ae veckews
.-1
_V_-= 4 7 Aeprsaw[wwul:mzro
VA el colincotre o= O :
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A e d
Exemple |7 - k—é) Vil = ,/424 (-2)%+ ZZ s Y4y

7 weorb pan wactosre, meis

-2 7 tet.
s

Définition 62 (distance).
Soient u, v € R". La distance entre @ et ¢ est définie par la norme du
vecteur @ — . On la note

Remarque cb,,ol; (LZ ) \7 ) =

diok (& 7) = disk (Vi LL)

= U (q )u Ve -yt = Y43
-A

) S . - (‘&;) e 7 (%) e ol

V3

dint (2,7) - “/ CLL.‘-UA)& + (‘U.z.-valz"’ (M-'s--"}).2

Pows L - [:) ek 7. [") ik (2,3 ). e =2

1
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6.2 Orthogonalité

Dans R?, considérons les vecteurs @ et ¥, ainsi que d; = span{i} et
dy = span{v’} les deux droites vectorielles associées.

But : Trouver une condition sur « et ¢ pour que les deux droites vecto-
rielles soient orthogonales.

On pcu./{: COrWL'U-Lr¢ n A

\ 4
% I\ (soeeCe S¢ et Sﬂueﬂmeqb S¢
‘I \
[T T\ Pz
v II > A4 duldeD UAZH0U < ([
/k\: \\ o NG +0 Ul lZ-vu
P NN T
RGN
Ao\ Aeov N
SR, ) - - _
Nt e (WE4V) (v

[4
En KSume,
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Définition 63 (vecteurs orthogonaux).
Soient u, ¥ € R™. Les vecteurs u et U sont orthogonauz si et seulement si

Jiv=0O Mobotion: S L
0
Remesgue:  F enb orblogocal o Eows @us veckens du T2 .
N Q‘z_‘.b'z__ C'Z
Théoréme 57 (de Pythagore). Soient @, v € R™ alors c g '
—_ -t - v, 2 — ? - 2 e A e
ALLv & NL4vi = Do+ llu b rectaagCe

(& +T)- (Zs0)

o~ Z
Preuve N +v Il

£
S

Orthogonal & un sous-espace vectoriel de R”

Sock W Span § (?L)ﬁ e RY. 0n clecclie €lens.de z&m.c.s Len
wecbews o:h&oéonwx a W: Soct (T - [ﬁl ) ene .
LW e £ (%) =0 & 2L 2u, =0
& pac-Zap, & =t ('i’3)
@ M= S ’g)
Alar: spaal ("32)2) 1 W

Définition 64 (ensemble orthogonal).
Soit W un sous-espace vectoriel de R".

1. Un vecteur v € R" est dit orthogonal & W §’il est orthogonal & tous
T.W:0 pow bouwl we

’-‘w

les vecteurs du sous-espace W.

2. On définit 'orthogonal de W par

Whe [ 7er | 750 HSew]

Wl ent e ens. do tous Len wocC tewss Oc‘l',euJJoaGLuK o W,
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Théoréme 58. Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Alors

LW ek un SEVAe R
W
9 WA W = 563

?.Qppe-Q.: Sc Eebt ¥ Sont dewx
easemblen,

E n F - s p ) pek e__EPe'-Fa (CQJ'C&SCC{LOQ)

L

d. en exercice
Preuve

66 W e,{/ GGW‘L (CCU ce sont des SGV)
L - L
Soit FEWAW . ACos (FEW et TeWw
» VuwWw:=0 ¥weW
En penticnlie 0’.&';0 , donc 7=0
L

Donc  §8Y c Waw” Qo Wow s 489
el Waw' c 15§

Remarque On oo Qe_ IC'SO.Q,LGJ'/ Su.évan‘!: :

S: W esk un SEV de R, 0€ors
dim W + dim W' = 0

( oov¢ Sefze o eaic )
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Théoréme 59. Soit A une matrice m x n donnée par A = (dy - - - ay)
o a; € R™. Soient

Ker(A) = l)J.I,GrL):‘ | A[L-éj 9”2;

Im(A) = Span 904, .. AnY € "

T 0
Lgn(A) = Spla 1 LSI\,'(A)T, e L%nm(A\ }] c 2

Alors L
L Lgn (A) = KelA)

o 9m (A) = Kec(AT)
Preuve oy a ,
) g (A (%>cﬁl pous e

Tolgeth)t s> Telie(h) . En efpet

- -~ = L - ~
TeUe (A) e AZ:=0 - (”“ffl))wo
Lanm

Q-+ Oan 2. -
@> ( . 3 > (" ): O
ama .- Amn n
= (a,,z.l-:....J-cu,,‘Zn ) (0>
Qma Zad--- +Qm'n Zn o
€ Qiged b0 t0=0 Ylsiem
=) (o'f‘ (%‘ -0 YizZcem
Q“'_n Q:ﬂ
Donc 'ZG We  (4) &) l,Sr)i (A)T i =0 -bl L2cem
T T
@ 3 Lspratlgn (A, . Lan, CA) \
= 2 ¢ Lan(A) -

2) On opligue 1) & AT au e o A.
l,(&(AT)__ LSnCAT)'L . Or o0n Sa.&l: que Lan(/(')'-'dm(A),



Exemple
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